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Cosmic Ray Spectrum
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Quellen der extragalaktischen Komponente

Messier 87
o elliptische
Riesengalaxie (Typ E1)
e dominierendes Objekt
im Virgo-Cluster (da
sind wir auch!)

o AGN / relativistischer
Jet

e Entfernung 20 Mpc,
Ausdehnung 40 kpc
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Teilchentransport

Der Ausgangspunkt der Berechnungen ist die Zeitentwicklung der
Phasenraumdichte f5(x, p, t) der Teilchenspezies a, beschrieben durch die
relativistische Vlasov-Gleichung:

Relativistische Vlasov-Gleichung

ofs of, .ofy

Bt +V§ + paip = Sa(x,p, t)
mit -

t

pP=4q, [E(X, t) + VXC(X)}

und
X =V = p
YMa )
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Annahmen und Transformationen

of, 0t 8f_
E—i—va——i- p Sa(x, p, t) J

@ Ortskoordinaten einzelner Teilchen —
Koordinaten des Fiihrungszentrums

@ sphérische Impulskoordinaten (px.p,.p;) —
(p, i, ) — (p) (Diffusionsndherung)

@ Ortsdiffusion | Magnetfeld = 0

e Erwartungswert F(x,p,t) = (fa(x,p, t)) = Wegfallen der
fluktuierenden E- und B-Feldkomponenten

A
&
pv

@ kontinuierliche (—Ta—p (p?pf)) und katastrophale (—ﬁ) Verluste

ofy —0

@ stationdre Losung — 52
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generalisierte Transportgleichung (steady-state)

Damit ergibt sich die zu [6sende Gleichung:

L (x,p) + Lpf(x,p) = —S(x, p) J
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generalisierte Transportgleichung (steady-state)

Damit ergibt sich die zu [6sende Gleichung:

Lof(x,p) + Lpf(x, p) = —S(x, p) J

Der Ortsoperator Ly beschreibt Diffusion und Konvektion im Ortsraum

Lyf(x,p) =V [k(x, p)VF — V]
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generalisierte Transportgleichung (steady-state)
Damit ergibt sich die zu [6sende Gleichung:

L (x,p) + Lpf(x,p) = —S(x, p) J

Der Ortsoperator Ly beschreibt Diffusion und Konvektion im Ortsraum
Lyf(x,p) =V [k(x, p) VI — VF]

Diffusion im Ortsraum durch Wechselwirkung der Teilchen mit den
Magnetfeldern
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generalisierte Transportgleichung (steady-state)

Damit ergibt sich die zu [6sende Gleichung:

L (x,p) + Lpf(x,p) = —S(x, p) J

Der Ortsoperator Ly beschreibt Diffusion und Konvektion im Ortsraum
Lif(x,p) =V [k(x, p)VF — VF]

Diffusion im Ortsraum durch Wechselwirkung der Teilchen mit den

Magnetfeldern
Konvektion beschreibt die Bewegung des Hintergrundmediums mit
Geschwindigkeit V
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generalisierte Transportgleichung (steady-state)
Damit ergibt sich die zu [6sende Gleichung:

L (x,p) + Lf(x,p) = —S(x, p) J

Der Impulsoperator £, beschreibt Diffusion, Konvektion und Verluste im

Impulsraum

10 of ) f
Lof(x,p) = 57 (pzAap — Bp*f — p2pf> ~Txp)
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generalisierte Transportgleichung (steady-state)
Damit ergibt sich die zu [6sende Gleichung:

L (x,p) + Lpf(x,p) = —S(x, p) J

Der Impulsoperator £, beschreibt Diffusion, Konvektion und Verluste im
Impulsraum

10 of f
Lof(x, EzA—BW_2$>_
pf(x.P) p? Op (p op T TPP Te(x, p)

Diffusion im Impulsraum beschrieben durch den Fermi Il Mechanismus
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generalisierte Transportgleichung (steady-state)

Damit ergibt sich die zu [6sende Gleichung:

L (x,p) + Lpf(x,p) = —S(x, p) J

Der Impulsoperator £, beschreibt Diffusion, Konvektion und Verluste im
Impulsraum

10 of . f
Lpf(x,p) = <p2A — Bp®f — p2pf> —

p? dp p Te(x, p)

Diffusion im Impulsraum beschrieben durch den Fermi Il Mechanismus
Energiegewinn durch Beschleunigung an relativistischen Schockfronten
(Fermi I)
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generalisierte Transportgleichung (steady-state)

Damit ergibt sich die zu [6sende Gleichung:

L (x,p) + Lpf(x,p) = —S(x, p) J

Der Impulsoperator £, beschreibt Diffusion, Konvektion und Verluste im
Impulsraum

10 of f
Lof(x, E2A_Bv_2¢>_
pf(x.P) p? Op (p op PP Te(x, p)

Diffusion im Impulsraum beschrieben durch den Fermi Il Mechanismus
Energiegewinn durch Beschleunigung an relativistischen Schockfronten
(Fermi I)

kontinuierliche und katastrophale Energieverluste
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generalisierte Transportgleichung (steady-state)

Damit ergibt sich die zu [6sende Gleichung:

L (x,p) + Lpf(x,p) = —S(x, p) J

Der Impulsoperator £, beschreibt Diffusion, Konvektion und Verluste im
Impulsraum

10 of f
Lof(x,p) = = — (p2aZl — Bp3f — 2'f>—
pf(x.P) p? Op (p op PP Te(x, p)

Diffusion im Impulsraum beschrieben durch den Fermi Il Mechanismus
Energiegewinn durch Beschleunigung an relativistischen Schockfronten
(Fermi I)

kontinuierliche und katastrophale Energieverluste
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Verlustprozesse

E/—

102}

108+

Synchrotron
Bremsstrahlung
1-Compton
lonisation
Adiabatisch
Entweich

Gesamt

L
108 10" 10" 10%

E/ev

Strahlungsverluste
p~ — (wg+ wph) P
Bremsstrahlung p ~ —np
Adiabatische Verluste

2

p=—-3VVp
lonisationsverluste
p ~ —nlog(p)

Entweichverluste werden
indirekt beriicksichtigt
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Separation des Orts- und Impulsproblems

Die Transportgleichung lésst sich teilweise analytisch 13sen, wenn der Orts-
und Impulsoperator separierbar sind:

Lx(x,p) = g(P)Ox(x) i  Lp(x,p) = h(x)Op(p)

Und auch die Quellenfunktion das Produkt eines Orts- und eines
Impulsanteils ist:

Sa(x,p) = Q1(x)Q2(p)

Die Lésung kann dann als Faltung dargestellt werden:

Faltungsintegral

M,(x, p) = /000 duG(p, u)P(x, u)
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Ortsproblem

Die Ortslésung kann man nach den Eigenfunktionen H;(x) des
Ortsoperators Ox = V [(p)V] entwickeln:

P(x,u) = Z ciHi(x)e 7Y

Die )\; sind die Eigenwerte des Ortsoperators und ¢; Gewichtungsfaktoren.
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Ortsproblem in elliptischer Geometrie

Das Ortsproblem wurde von Wang u. Schlickeiser (1987) fiir Spiralgalaxien
und von Hein u. Spanier (2008) fiir Elliptische Galaxien bereits gelost.
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Leaky-Box Equation

Setzt man jetzt die Entwicklung fiir P(x, u) = ziA,-(x)e_Arg“ in das
Faltungsintegral ein und zieht die Summe raus, so erhdlt man

(x,p) / duG(p, u) ZA

mit

R p)E/ duG(p, u)e_)"g”
0
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Herleitung der leaky-box equation

96 1
0,6
ou g(p) °

@ man nehme die DGL fir G
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Herleitung der leaky-box equation

3 Ai(x)e Y 8G ZA el 0,6

@ man nehme die DGL fir G
e multipliziere sie mit P(x,u) = ZiAi(x)e—/\,?u
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Herleitung der leaky-box equation

/duZA N aG_/ duZA Je i (p)opc;

@ man nehme die DGL fir G
e multipliziere sie mit My(x, p) = >; Ai(x)Ri(p)

@ und integriere iiber u von 0 bis co
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Herleitung der leaky-box equation

° 0G 1 o° 2
A;(x / du e MY = Ai(x)—0O / du e UG
Z o) 0 Ou Z ()g(P) P 0

i

man nehme die DGL fiir G
multipliziere sie mit M,(x, p) = > ; Ai(x)Ri(p)

und integriere iiber u von 0 bis co

die linke Seite partiell integrieren und die Definition
Ri(p) = [,° duG(p, u)e MY einsetzen
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Herleitung der leaky-box equation

Z Ai [OpRi(p) — N2g(p)Ri(p) + Q2(p)] =0

man nehme die DGL fiir G
multipliziere sie mit My(x, p) = >, Ai(x)Ri(p)

und integriere iiber u von 0 bis co

die linke Seite partiell integrieren und die Definition
Ri(p) = [, duG(p, u)e 7! einsetzen
der ausdruck in der Klammer muss fiir alle A; Null sein
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Impulsproblem als gewohnliche DGL

leaky-box equation

OpRi(p) — A7g(p)Ri(p) = —Qa(p)

Damit haben wir das Impuls-Problem auf eine gewdhnliche DGL
zuriickgefiihrt. Die Eigenwerte des Ortsproblems —A? gehen nun als inverse
katastrophale Verlustzeiten in das Impulsproblem ein.
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Impulsproblem als gewohnliche DGL

Nach Einsetzen von O, Vereinfachen und Einfiihren einiger Abkiirzungen
kommt man fiir Protonen auf:

d? _ 1y d
g Rip) + (4—n—a)p~t +p8p"1) o i)
((17 -3) ap? — (& —3D) pT2 — 1/1iP2n72) Ri(p) =
Q _
_az(;})pn 2

Diese DGL ist analytisch |ésbar, was von Lerche u. Schlickeiser (1988)
gemacht wurde.
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Impulsproblem als gewohnliche DGL

Will man die Verteilung von Elektronen im Impulsraum bestimmen, miissen
Synchrotron- und IC-Verluste eingefligt werden, die bei hochenergetischen
e~ dominieren.

d? 1 d
Iy >3 o — - n—1 N\ 2 p.
dsz,(p)+((4 n—a)p '+ 06p +5p)dpR,(p)+
((n—3)ap™® +36p" % +4p" " = 9ip*"%) Ri(p) =
_%pnﬁ
32P17

Das erschwert die analytische Losung.
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Pk (m=4) py(m=3) py(m=2) py(m=1) px(m=0)
T T T T T

log N(p) + const.
(4]

»
T

T

[e]
N
»
[
o]

log p + const.
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Zusammenfassung und Ausblick

o lterationsverfahren lauft korrekt und Idsst sich gut parallelisieren

@ Analytische Losung (fiir Protonen) verifiziert

@ 2 wesentliche Fehler in alten Papern zu dem Thema gefunden :)

Das auf der Erde ankommende Spektrum bestimmen
@ 777

Profit!

Fragen?
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Wenn analytische Methoden versagen, greift der Physiker zu Numerik:
Nach Diskretisieren der Ableitungen:

dR(p) _ Rit1—R; und d’R(p) _ Riv1 —2Ri + Ria
dp Ap dp? Ap?

kann man die Gleichung in Matrix-Schreibweise folgendermaBen darstellen:

a1 4ai2 0 0 Rl Ql

a21 322 - . 0 ) R2 . Q2
0 . . dpn—1n ) :
0 0  anm-1 ann Rn Qn
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Jacobi-lterationsverfahren

Stellt man nun die i-te Zeile
aji—1 - Ri—1+aii- Ri + aiit1- Rij1 = Qi
nach R; um, erhdlt man die Rechenvorschrift fiir einen lteratonsschritt des
Jacobi-Verfahrens:
1

neu alt alt
R = 2 (Qi — @ii—1 " Rj_1 — dii+1 - Ri+1>
n
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Gauss-Seidel Verfahren

Damit die Losung schneller konvergiert, kann man die berechneten Werte
R;i_1 sofort fiir die Berechnung von R; verwenden (Gauss-Seidel Verfahren):

1
neu neu alt

aII

Nachteil: es ist nicht parallelisierbar (der Intel-compiler schafft’s trotzdem)
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